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Tulisan ini membahas sifat kelengkapan vektor berdimensi hingga 

pda ruang bernorma kuasi yang bertujuan memberikan garansi 

terhadap suatu vektor didalam suatu ruang bernorma kuasi dengan 

dimensi hingga yang bersifat Cauchy mempunyai limit. Metode 

penelitian yang digunakan adalah tinjauan literatur dengan 

memberikan pembuktian dan contoh secara langsung. Penelitian 

ini dimulai dengan membahas konsep fundamental seperti 

konvergen, Cauchy, serta terbatas. Selain itu, sifat pendukung 

seperti ketunggalan limit serta konstanta dari norma kuasi diteliti 

dan diberikan penjelasannya. Setelah membahas sifat fundamental 

tersebut, penelitian berlanjut pada konstuksi suatu teorema dan 

pembuktiannya yang menjelaskan ketaksamaan pada suatu vektor 

bebas liner dengan dimensi hingga yang memiliki batas bawah nilai 

norma kuasi. Hal ini diperlukan agar analisis konvergensi pada 

norma kuasi yang memiliki konstanta 𝐾 ≥ 1  bisa dikontrol dan 

meskipun tidak berlakunya ketaksamaan segitiga umum yang 

terjadi pada norma biasa. Pada bagian terakhir, diberikan 

pembuktian sifat kelengkapan dari ruang bernorma kuasi 

berdimensi hingga merupakan lengkap terhadap norma kuasinya. 

Penelitian ini penting untuk menjamin generalisasi ruang 

berdimensi hingga didalam ruang bernorma kuasi tetap tertutup 

dan lengkap, sama seperti pada ruang bernorma serta mendukung 

pengembangan lebih lanjut teori operator linear terbatas, dan teori 

titik tetap pada ruang bernorma kuasi. 

Kata Kunci: Ruang Bernorma Kuasi; Ruang Berdimensi Hingga; 

Kelengkapan; Barisan Cauchy; Konvergensi. 

ABSTRACT 

This paper investigates the completeness property of vectors in finite 

dimensional quasi-normed spaces. More precisely, the objective is to 

ensure that, given a finite dimensional quasi normed space every 

Cauchy sequence admits a limit in its quasi normed space. The 

methodology is based on library research, supported by direct proofs 

and concrete examples. The development begins with the 

fundamental concepts relevant to quasi-normed analysis, namely 

convergence, Cauchy sequence, and boundedness. After these 

preliminary results are obtained, the study advances to the 

formulation and proof of a theorem that yields an inequality for a 

finite linearly independent set of vectors. This inequality provides a 

lower bound for the quasi norm of a finite linear combination. Such 

a bound is crucial to regulate the quasi norm convergence analysis 

in the regime 𝐾 ≥ 1 , particularly because general triangle 
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inequality used in norm settings is not available. Finally, the article 

presents the proof that the finite-dimensional quasi normed space is 

complete with respect to its quasi norm. This result is significant in 

guaranteeing that finite dimensional generalization with quasi 

norm remains closed and complete, in analogy with the 

corresponding theory in normed spaces. Moreover, it provides a 

basis for further developments in the theory of bounded linear 

operators and fixed-point principles in quasi normed. . 
Keyword: Quasi Norm Space, Finite Dimensional Space, 

Completeness, Cauchy Sequences, Convergence. 
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1. PENDAHULUAN 

Penelitian tentang analisis fungsional masih menjadi topik yang menarik untuk diteliti 

khususnya pada bidang generalisasi atau perumuman sifat dari sembarang ruang vektor. 

Penelitan yang menjadi dasar utama penelitian ini terhadap analisis fungsional adalalah 

ruang bernorma yang pernah diteliti sifat dan karakteristiknya oleh Cobzas (2010), 

Chmielinski (2014), Bakr (2017), dan Taha, et al. (2023). Pada kasus ruang bernorma dimana 

ruang vektor yang diberikan suatu norma, perumuman dilakukan dengan menggunakan 

norma kuasi yang dibahas oleh Kwun, et. al (2016), Robdera (2016), Li dan Wu (2022), Baak 

(2005), Firdaus (2024) yang dilakukan secara terpisah yang menjelaskan bahwa terdapat 

generalisasi pada ketaksamaan segitiganya yaitu terdapat suatu konstanta 𝐾 ≥ 1 sehingga 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  berlaku |𝑥 + 𝑦|𝑞 ≤ 𝐾(|𝑥|𝑞 + |𝑦|𝑞)  dengan 𝑋  merupakan ruang 

bernorma kuasi. Pembahasan ini linear dengan yang dilakukan oleh peneliti terdahulu 

secara terpisah oleh Aoki (1942) dan Nazeer, et al. (2018) , yang membahas ruang barisan ℓ𝑝 

untuk nilai 0 < 𝑝 < 1, Romaguera dan Sanchis (2000) tentang norma kuasi untuk Lipschitz, 

serta Kang (2010) dan Rano dan Bag (2015) terkait fungsional pada ruang bernorma kuasi.  

Fenomena yang dibahas pada penelitian tersebut secara eksplisit menggunakan ruang 

bernorma kuasi sebagai alat untuk membuktikan kajian aplikasi pada konsep lain. Hal ini 

membuat celah akademik untuk diteliti terkait kelengkapan pada ruang bernorma kuasi itu 

sendiri. Sifat ini dipandang perlu sebagai landasan berpikir dasar untuk menerapkan norma 

kuasi ke dalam ruang vektor lain agar secara keilmuan dasar tidak hanya sekadar memakai 

saja namun bisa memahami proses kelengkapan dari ruang bernorma kuasi itu sendiri. Intuisi 

ini juga didasarkan pada penelitian Bae dan Park (2010), Ebadian (2012), Dung dan Hang 

(2018), Yan (2021), serta Al Delfi (2024). Kelengkapan suatu ruang vektor sangat penting agar 

jaminan limit dari suatu sembarang barisan Cauchy tetap berada pada ruang tersebut dan 

nantinya bisa dikonstruksi sebagai ruang Banach. Tanpa kelengkapan, limit dari suatu 
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aproksimasi pada suatu persamaan fungsi sering gagal karena limit tersebut keluar dari 

ruangnya. Penelitian seperti yang dilakukan Berinde (2024) dan Huu Tron & Thera (2024) 

yang berbicara tentang titik tetap pada ruang kuasi Banach secara terpisah menggunakan sifat 

kelengkapan sebagai dasar utama landasan penelitian. Ide dari sifat kelengkapan juga 

digunakan Firdaus dan Supama (2020) dalam menliti teori operator pada ruang bernorma 

kuasi  dan Fiorenza, et al (2021) yang menjadikan sifat kelengkapan untuk diperluas dalam 

kelas baru ruang kuasi Banach. Berdasarkan hal tersebut konsep fundamental untuk 

menuju kelengkapan seperti barisan konvergen, barisan Cauchy, sifat terbatas bisa 

diteliti sebagai landasan penulisan ini. Penelitian ini merujuk pada Hyers (1939), 

Kreyszig (1979), Rano dan Bag (2014), sebagai motivasi utama dengan versi pembuktian 

yang lebih detail dan alur yang berbeda tentang kelengkapan pada ruang bernorma kuasi 

berdimensi hingga. Lebih lanjut, diberikan pembuktian suatu teorema yang yang dimotivasi 

pada Firdaus (2024) tentang ketaksamaan vektor bebas linear yang menjadi alat untuk 

membuktikan topik utama penelitian ini. Pada bagian akhir, diberikan pembuktian secara 

eksplisit kelengkapan dari suatu ruang bernorma kuasi untuk setiap sebarang vektor 

berdimensi hingga dengan norma kuasinya. 

2. METODE 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini menggunakan tinjauan literatur terhadap 

penelitian-penelitian sebelumnya yang diterbitkan dalam jurnal ilmiah, sekaligus 

memberikan pembuktian terhadap teorema terkait dan contoh konkret. Metode tersebut 

dijelaskan secara sistematis sebagai berikut. 

a. Mencari sumber refrensi dari jurnal yang berkaitan dengan topik penelitian, khususnya 

pada ruang bernorma kuasi. 

b. Mencari gap dari Hyers (1939), Kreyszig (1979) dan Rano dan Bag (2014) untuk dijadikan 

motivasi dan ide penelitian khususnya dalam membahas sifat barisan dalam ruang 

bernorma kuasi. 

c. Menjelaskan konsep dasar pada ruang bernorma kuasi seperti kekonvergenan, barisan 

Cauchy, serta terbatas. 

d. Menjelaskan teorema ketaksamaan vektor bebas liner pada ruang bernorma kuasi dengan 

dari motivasi penelitian Firdaus (2024) pendekatan pembuktian yang berbeda.  

e. Memberikan teorema dan pembuktian dari sifat kelengkapan ruang bernorma kuasi 

berhingga dengan menggunakan teorema pada langkah ke 4 dan menjamin sifat lengkap 

berlaku untuk sebarang ruang berdimensi hingga dengan norma kuasi. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pembahasan penelitian meliputi ruang bernorma kuasi berikut dengan sifat-sifat yang 

terdefinisinya dan membahas tentang kelengkapannya. 

3.1 Ruang Bernorma Kuasi  

Pada bagian ini diberikan definisi dari ruang bernorma kuasi beserta beberapa contoh dari 

ruang bernorma kuasi yang merujuk pada Hyers (1939) serta beberapa contoh modifikasi dari 
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ide Firdaus (2024). Lebih lanjut diberikan contoh ruang bernorma kuasi yang bukan ruang 

bernorma. 

Definisi 1. Diberikan X ruang vektor atas lapangan ℝ dan 𝜃 adalah vektor nol di dalam X. Fungsi 

bernilai real | ⋅ |𝑞 pada X yang memenuhi  

(i) |𝑥|𝑞 ≥ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 

(ii) |𝑥|𝑞 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝜃, 

(iii) |𝜆𝑥|𝑞 = |𝜆||𝑥|𝑞 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝜆 ∈ ℝ, 

(iv) terdapat suatu konstanta 𝐾 ≥ 1 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 berlaku  

|𝑥 + 𝑦|𝑞 ≤ 𝐾{|𝑥|𝑞 + |𝑦|𝑞} 

disebut norma kuasi pada X. Pasangan (X, | ⋅ |𝑞) disebut ruang bernorma kuasi.  

Berikut di bawah ini diberikan contoh ruang bernorma kuasi. 

Contoh 1. Pasangan (ℝ𝑛, | ⋅ |𝑞2) dengan |𝑥|𝑞2 = (∑ |𝑥𝑖|
1

2𝑛
𝑖=1 )

2

 untuk setiap 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 merupakan 

ruang bernorma kuasi.  

Bukti. Cukup jelas bahwa syarat dari (i) – (iii) berlaku. Selanjutnya dibuktikan untuk syarat 

(iv). Diambil sebarang  𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 dan 𝑦⃗ ∈ ℝ𝑛 berlaku 

|𝑥⃗ + 𝑦⃗|𝑞2 = (∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|
1
2

𝑛

𝑖=1

)

2

 

≤ (∑(|𝑥𝑖|
1
2 + |𝑦𝑖|

1
2)

𝑛

𝑖=1

)

2

 

≤ 2(∑|𝑥𝑖|
1
2

𝑛

𝑖=1

)

2

+ 2(∑|𝑦𝑖|
1
2

𝑛

𝑖=1

)

2

 

= 2(|𝑥⃗|𝑞2 + |𝑦⃗|𝑞2). 

Terdapat 𝐾 = 2  sehingga memenuhi |𝑥⃗ + 𝑦⃗|𝑞2 ≤ 𝐾(|𝑥𝑖|𝑞2 + |𝑦𝑖|𝑞2)  untuk setiap 𝑥⃗ =

(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝑦⃗ = (𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛. Dengan kata lain, pasangan (ℝ𝑛, | ⋅ |𝑞2) dengan |𝑥|𝑞2 =

(∑ |𝑥𝑖|
1

2𝑛
𝑖=1 )

2

 untuk setiap 𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛 merupakan ruang bernorma kuasi.      ∎ 

Berdasarkan definisi di atas, didapatkan bahwa ruang bernorma merupakan ruang 

bernorma kuasi. Adapun untuk arah sebaliknya belum tentu berlaku. Berikut contoh yang 

menjelaskan bahwa ruang bernorma kuasi belum tentu ruang bernorma. 

Contoh 2. Pada Contoh 1 merupakan ruang bernorma kuasi yang bukan ruang bernorma. 

Bukti. Diandaikan (ℝ𝑛, | ⋅ |𝑞2)  merupakan ruang bernorma, maka terdapat suatu 𝐾 = 1 

sehingga |𝑥 + 𝑦⃗|𝑞2 ≤ 𝐾{|𝑥|𝑞2 + |𝑦⃗|𝑞2} untuk setiap  𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ ℝ2 . Dipilih 𝑥⃗ = (1,0,⋯ ,0) dan 𝑦⃗ =

(0,1,⋯ ,0) . Diperoleh bahwa  |𝑥⃗ + 𝑦⃗|𝑞2 = 4  dan |𝑥⃗|𝑞2 + |𝑦⃗|𝑞2 = 2 . Dengan kata lain, |𝑥 +

𝑦⃗|𝑞2 > |𝑥⃗|𝑞2 + |𝑦⃗|𝑞2. Kontradiksi.                                   ∎ 
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Secara umum, fungsi norma kuasi merupakan fungsi yang tidak kontinu. Norma kuasi 

merupakan fungsi kontinu jika norma kuasi merupakan norma pada ruang vektornya. 

Berikut contoh norma kuasi yang tidak kontinu.  

Contoh 3. Diberikan ℝ2 ruang vektor serta | ⋅ |𝑞 fungsi pada ℝ2 dengan  

|𝑥⃗|𝑞 = {

1

2
|𝑥1|, untuk 𝑥2 = 0

|𝑥1| + |𝑥2|, untuk 𝑥 ≠ 0
 

untuk setiap 𝑥⃗ ∈ ℝ2. Fungsi | ⋅ |q merupakan norma kuasi pada ℝ2 tetapi tidak kontinu pada 

ℝ2. 

Bukti. Cukup jelas bahwa fungsi | ⋅ |q  merupakan norma kuasi dengan 𝐾 = 2. Selanjutnya 

ditunjukkan bahwa | ⋅ |q bukan fungsi kontinu pada ℝ2. Diambil suatu barisan (𝑥𝑛) di dalam 

ℝ2 dengan  𝑥⃗𝑛 = (1,
1

𝑛
) untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, dan  𝑥⃗ = (1,0). Jelas bahwa (𝑥⃗𝑛) konvergen ke 𝑥⃗ 

karena untuk setiap 𝛿 > 0  terdapat 𝑁 ∈ ℕ  sehigga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ  dengan sifat 𝑛 ≥ 𝑁 

berlaku  

|𝑥⃗𝑛 − 𝑥⃗|𝑞 = |(1,
1

𝑛
) − (1,0) |

𝑞
= |0,

1

𝑛
|
𝑞

= |
1

𝑛
| <

1

𝑁
< 𝛿. 

Namun, barisan (|𝑥⃗𝑛|q) tidak konvergen ke |𝑥⃗|q karena  

lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛|𝑞 = lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
) = 1, 

sedangkan |𝑥⃗|𝑞 =
1

2
. Dengan kata lain, fungsi | ⋅ |𝑞 tidak kontinu pada ℝ2.                    ∎ 

Konstanta 𝐾 pada Definisi 1.1 mempunyai sifat yang berlaku secara umum untuk setiap 

ruang bernorma kuasi. Teorema berikut di bawah ini menjelaskan tentang sifat tersebut.  

Teorema 1. Jika (𝑋, | ⋅ |𝑞) merupakan ruang bernorma kuasi dengan nilai konstanta 𝐾, maka  

|∑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

|

𝑞

≤ 𝐾𝑛−1 (∑|𝑥𝑖|𝑞

𝑛

𝑖=1

) 

untuk setiap 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 dan untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Bukti. Pembuktian cukup jelas dengan menggunakan metode induksi matematika.    ∎ 

3.2 Konvergen, Cauchy, dan Terbatas Ruang Bernorma Kuasi 

Pada bagian ini dibahas mengenai sifat pada ruang bernorma kuasi yang terkait dengan 

konvergen, Cauchy, dan terbatas yang meruujuk pada Rano dan Bag (2015). Untuk bagian 

awal, dibahas konsep barisan konvergen dan  barisan Cauchy pada ruang bernorma kuasi 

berturut-turut dalam definisi di bawah ini.  

Definisi 2. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞) ruang bernorma kuasi serta barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝑋.  
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(i) Barisan (𝑥𝑛) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛 − 𝑥|𝑞 = 0, yaitu untuk setiap 

𝜖 > 0  terdapat 𝑛0 ∈ ℕ  sehingga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ  dengan 𝑛 ≥ 𝑛0  berlaku |𝑥𝑛 −

𝑥|𝑞 < 𝜖. 

(ii) Barisan (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy jika lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚|𝑞 = 0, yaitu untuk setiap 𝜖 >

0  terdapat 𝑛0 ∈ ℕ  sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ  dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0  berlaku |𝑥𝑛 −

𝑥𝑚|𝑞 < 𝜖. 

Berikut diberikan contoh barisan konvergen dan barisan Cauchy yang dijelaskan di 

bawah ini.  

Contoh 4. Diberikan ruang bernorma kuasi (ℝ2, | ⋅ |𝑞2)  dengan definisi fungsi dari | ⋅

|𝑞2  sebagaimana yang diberikan pada contoh 1.2. Barisan (𝑥𝑛)  di dalam ℝ2  dengan 

definisi  𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ = (
1

𝑛
.
2

𝑛
) untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ merupakan barisan yang konvergen ke (0,0) ∈ ℝ2 

sekaligus barisan Cauchy.  

Bukti. Diambil sebarang 𝜖 > 0. Bagian pertama akan dibuktikan barisan konvergen ke (0,0) ∈

ℝ2. Diperhatikan bahwa 
2

𝜖
∈ ℝ, sehingga menggunakan sifat Archimedean terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sehingga 
2

𝑛0
< 𝜖. Akibatnya untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 dengan 𝑛 ∈ ℕ berlaku 

|𝑥 − (0,0)|𝑞2 = (√|
1

𝑛
| + √|

2

𝑛
|)

2

< (2√|
2

𝑛
|)

2

= 4 ⋅
2

𝑛
≤ 4 ⋅

2

𝑛0
< 4𝜖 

Terbukti (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) konvergen ke (0,0). Untuk bagian kedua dibuktikan bahwa barisan tersebut 

merupakan barisan Cauchy. Analog dengan bagian pertama bahwa menggunakan sifat 

Archimedean, untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 dengan 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ berlaku 

|𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑥𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |𝑞2 = (√|
1

𝑛
−

1

𝑚
| + √|

2

𝑛
−

2

𝑚
|)

2

≤ (√|
2

𝑛0
| + |

4

𝑛0
|)

2

= (2 + √2)
2
⋅

1

𝑛1
 

Karena 
2

𝑛0
< 𝜖 maka diperoleh bahwa |𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑥𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |𝑞2 < (2 + √2)

2
𝜖 

Terbukti (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) barisan Cauchy.                 ∎ 

Berdasarkan Definisi 2 di atas, terdapat hubungan antara sifat konvergen dan Cauchy 

yang dijelaskan dalam teorema berikut.  

Teorema 2. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞)  ruang bernorma kuasi dan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗)  di dalam 𝑋 . Jika (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) 

konvergen, maka (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) Cauchy.  

Bukti. Diberikan barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗)  konvergen ke 𝑦 , dengan 𝑦 ∈ 𝑋 . Artinya untuk setiap 𝜖 > 0 

terdapat 𝑛0  sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0  dengan 𝑛 ∈ ℕ  berlaku bahwa |𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑦|𝑞 < 𝜖. 

Dengan demikian untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ dengan sifat 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku  

|𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑥𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |𝑞 = |𝑥𝑚 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑥𝑛| ≤ 𝐾(|𝑥𝑚 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑥𝑛|) < 2𝐾𝜖 

untuk suatu 𝐾 ≥ 1. Dengan demikian (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) barisan Cauchy.             ∎ 
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Selanjutnya diberikan teorema berikut ini yang menjelaskan sifat ketunggalan limit dan 

nilai limit dari sub barisan di dalam ruang bernorma kuasi.  

Teorema 3. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞) ruang bernorma kuasi dan barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) di dalam 𝑋.  

(i) Jika nilai limit dari (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) ada, maka nilai limit barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) tersebut tunggal. 

(ii) Setiap barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗𝑗)  dari (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) , dengan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗)  barisan yang konvergen, merupakan 

barisan konvergen dengan nilai limitnya sama dengan nilai limit barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗). 

Bukti. Untuk bagian (i) cukup jelas dengan menggunakan konsep konvergennya. Untuk 

bagian (ii) dengan menggunakan sifat konvergen dari (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) serta sifat indeks dari barisan yang 

merupakan monotan naik maka sub barisan (𝑥𝑛𝑗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) konvergen ke nilai yang sama dengan 

barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗).                ∎ 

Pada bagian ini, dibahas sifat terbatas pada ruang bernorma dibahas pada definisi berikut 

yang berasal dari Rano dan Bag (2015) beserta contoh yang dimodifikasi. 

Definisi 3. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞)  ruang bernorma kuasi dan 𝐵 ⊆ 𝑋.  Himpunan 𝐵  dikatakan 

terbatas jika terdapat 𝑀 > 0 sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵 berlaku |𝑥|𝑞 ≤ 𝑀. 

Contoh 5. Diberikan (ℝ2, | ⋅ |𝑞2) ruang bernorma kuasi sebagaimana yang diberikan pada 

contoh Contoh 1.7. Himpunan bagian 𝑊 ⊂ ℝ2 dengan definisi 

𝑊 ≔ {𝑤⃗⃗⃗ = (𝑤1, 𝑤2): 2 ≤ 𝑤1 ≤ 3,−2 ≤ 𝑤2 ≤ 1} 

merupakan himpunan terbatas.  

Bukti. Cukup jelas jika kita mengambil 𝑀 = (√|3| + √|−2|)
2

sehingga untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑊 

berlaku |𝑤⃗⃗⃗|𝑞2 ≤ 𝑀.                    ∎ 

Berikutnya diberikan suatu teorema yang membahas hubungan sifat Cauchy dan 

terbatas pada ruang bernorma kuasi. 

Teorema 4. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞) ruang bernorma kuasi dan (𝑥𝑛) barisan di dalam 𝑋. Jika (𝑥𝑛) 

barisan Cauchy, maka (𝑥𝑛) terbatas. 

Bukti. Dipilih 𝜖 =
1

3
 sehingga ada 𝑛0 ∈ ℕ yang selanjutnya untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑛 ≥ 𝑛0 

berlaku |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛0
|
𝑞

<
1

3
. Kemudian diperhatikan bahwa |𝑥𝑛|𝑞 ≤ 𝐾 (|𝑥𝑛 − 𝑥𝑛0

|
𝑞
+ |𝑥𝑛0

|
𝑞
) , 

sehingga |𝑥𝑛|𝑞 < 𝐾 (
1

2
+ |𝑥𝑛0

|)  untuk 𝐾 ≥ 1  dan untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ  dengan sifat 𝑛 ≥

𝑛0. Selanjutnya dipilih suatu bilangan positif  𝑄 = max {|x1|q, |𝑥2|𝑞 , … , |𝑥𝑛0−1|𝑞
, 𝐾 (

1

2
+ |𝑥𝑛0

|
𝑞
)}, 

sehingga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku |𝑥𝑛|𝑞 ≤ 𝑄. Terbukti barisan Cauchy (𝑥𝑛) terbatas.            ∎ 

Berikut ini diberikan definisi sebagai landasan awal menuju pembuktian kelengkapan 

ruang bernorma kuasi yang didasari pada penelitian Rano dan Bag (2015).  

Definisi 4. Diberikan (𝑋, | ⋅ |𝑞)  ruang bernorma kuasi. Ruang bernorma kuasi (𝑋, | ⋅ |𝑞) 

dikatakan lengkap, jika untuk setiap barisan Cauchy di dalam 𝑋 konvergen di dalam 𝑋. 

 

Berikut contoh serta dari pembuktiannya dari ruang bernorma kuasi lengkap. 

Contoh 6. Ruang barisan  ℓ
1

2 = {𝑥⃗ = (𝑥𝑛): 𝑥𝑘 ∈ ℝ,∑ |𝑥𝑖|
1

2 < ∞}∞
𝑖=1  terhadap norma kuasi  

|𝑥⃗|𝑞
ℓ
1
2
 
= (∑ |𝑥𝑖|

1

2∞
𝑖=1 )

2

untuk setiap  𝑥⃗ ∈ ℓ
1

2 merupakan ruang bernorma kuasi lengkap.  
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Bukti. Jelas bahwa ruang barisan ℓ
1

2 merupakan ruang bernorma kuasi dengan konstanta 𝐾 =

2. Selanjutnya dibuktikan untuk sifat kelengkapannya. Diambil sebarang barisan Cauchy (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗ ) 

di dalam ℓ
1

2. Dengan demikian, untuk 𝜖 > 0, terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga untuk setiap 

𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, berlaku bahwa  

|𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑥𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |𝑞
ℓ
1
2
 
= (∑|𝑥𝑛

𝑗
− 𝑥𝑚

𝑗
|
1
2

∞

𝑗=1

)

2

< 𝜖 

Dengan demikian diperoleh bahwa |𝑥𝑛
𝑗
− 𝑥𝑚

𝑗
| < 𝜖 untuk setiap 𝑗 ∈ ℕ dan untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥

𝑁. Dengan kata lain untuk setiap 𝑗 ∈ ℕ, barisan (𝑥𝑛
𝑗
) merupakan barisan Cauchy di dalam 

ℝ. Karena ℝ  lengkap, maka barisan (𝑥𝑛
𝑗
)  konvergen di dalam ℝ  atau untuk setiap 𝑗 ∈ ℕ , 

terdapat 𝑦𝑗 ∈ ℝ sehingga lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑗
= 𝑦𝑗. Selanjutnya dibentuk barisan bilangan real  𝑦⃗ = (𝑦𝑗). 

Kemudian dibuktikan bahwa  𝑦⃗ = (𝑦𝑗) ∈ ℓ
1

2. Diperhatikan bahwa dari (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) Cauchy, maka 

barisan (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) merupakan barisan terbatas berdasarkan teorema 2.7.  Dengan kata lain terdapat 

𝑀 > 0 sehingga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku |𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗|𝑞
ℓ
1
2
 
≤ 𝑀 atau ∑ |𝑥𝑛

𝑗
|
1

2∞
𝑗=1 < 𝑀

1

2. Jika diambil 𝑛 

menuju tak hingga diperleh lim
n→∞

∑ |𝑥𝑛
𝑗
|
1

2∞
𝑗=1 < lim

n→∞
𝑀

1

2. Akibatnya diperoleh  ∑ |𝑦𝑗∞
𝑗=1 |

1

2 < 𝑀
1

2 <

∞ atau (𝑦𝑗) ∈ ℓ
1

2. Dengan demikian  𝑦⃗ ∈ ℓ
1

2. Berikutnya ditunjukkan jika (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗) konvergen ke  𝑦⃗ 

di dalam ℓ
1

2. Diperhatikan dari pertidaksamaan untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ 

(∑|𝑥𝑛
𝑗
− 𝑥𝑚

𝑗
|
1
2

∞

𝑗=1

)

2

< 𝜖. 

Dengan demikian untuk 𝑚 → ∞ diperoleh  

𝜖 > (∑|𝑥𝑛
𝑗
− lim

𝑚→∞
𝑥𝑚

𝑗
|

1
2

∞

𝑗=1

)

2

= (∑|𝑥𝑛
𝑗
− 𝑦𝑗|

1
2

∞

𝑗=1

)

2

= |𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑦⃗|𝑞
ℓ
1
2
 
. 

Dengan kata lain, (𝑥𝑛⃗⃗⃗⃗ ) konvergen ke  𝑦⃗ di dalam ℓ
1

2. Dengan demikian, terbukti bahwa 

(ℓ
1

2, | ⋅ |𝑞
ℓ
1
2
 
) lengkap.                      ∎ 

3.3 Kelengkapan Ruang Bernorma Kuasi Berdimensi Hingga. 

Pada bagian ini diberikan terlebih dahulu teorema dasar yang menjadi alat utama dalam 

pembuktian sifat kelengkapan ruang bernorma kuasi berdimensi hingga. Teorema ini 

dimotivasi oleh penelitian Firdaus (2024) dan selanjutnya diberikan pembuktian secara detail 

yang dijelaskan pada teorema berikut.  

Teorema 5. Diberikan ruang bernorma kuasi (𝑋, | ⋅ |𝑞). Jika {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} himpunan vektor 

yang saling bebas linear di dalam 𝑋, maka terdapat 𝑅 > 0 sedemikian sehingga untuk setiap 

skalar 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 ∈ ℝ berlaku  

|𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + ⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛|𝑞 ≥ 𝑅(|𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛|) 
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Bukti. Didefinisikan bahwa 𝑠 = |𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛| dan ℋ = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} himpunan bebas 

linear di dalam 𝑋. Terdapat 2 kemungkinan untuk 𝑠. 

1. Jika 𝑠 = 0 , maka 𝑠 = |𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛| = 0 . Diperoleh  𝜆𝑖 = 0  untuk setiap 𝑖 ∈

{1,2,… , 𝑛}. Berdasarkan sifat norma kuasi pada 𝑋, diperoleh 
|𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + ⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛|𝑞 ≥ 0 

= 𝐶. 0 
= 𝐶. 𝑠 

        = 𝐶. |𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛| 
 untuk setiap 𝐶 > 0. 

2. Jika 𝑠 > 0, maka 𝑠 = |𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛| = 0. Dari pertidaksamaan  
|𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + ⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛|𝑞 ≥ 𝑅(|𝜆1| + |𝜆2| + ⋯+ |𝜆𝑛|) 

jika masing-masing ruas dibagi 𝑠, diperoleh  

|
𝜆1

𝑠
𝑥1 +

𝜆2

𝑠
𝑥2 + ⋯+

𝜆𝑛

𝑠
𝑥𝑛|

𝑞
≥ 𝑅 (

|𝜆1|

𝑠
+

|𝜆2|

𝑠
+ ⋯+

|𝜆𝑛|

𝑠
). 

Diperhatikan dari 
|𝜆1|

𝑠
+

|𝜆2|

𝑠
+ ⋯+

|𝜆𝑛|

𝑠
= 1, sehingga berlaku 

|
𝜆1

𝑠
𝑥1 +

𝜆2

𝑠
𝑥2 + ⋯+

𝜆𝑛

𝑠
𝑥𝑛|

𝑞
≥ 𝑅. 

Dimisalkan 𝛽𝑖 =
𝜆𝑖

𝑠
 untuk 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}. Diperoleh ∑ |𝛽𝑖| = 1𝑛

𝑖=1  serta 

|
𝜆1

𝑠
𝑥1 +

𝜆2

𝑠
𝑥2 + ⋯+

𝜆𝑛

𝑠
𝑥𝑛|

𝑞
= |𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑛|𝑞 ≥ 𝑅. 

Dengan demikian, hanya dibuktikan bahwa terdapat 𝑅 > 0 sehingga pertidaksamaan 

di atas berlaku untuk setiap 𝛽𝑖 ∈ ℝ , 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛} dengan ∑ |𝛽𝑖| = 1𝑛
𝑖=1 . Didandaikan 

tidak 𝑅 > 0  yang memenuhi, maka untuk setiap 𝑅 > 0 , terdapat scalar-skalar 

𝛽1
𝑅 , 𝛽2

𝑅 , … , 𝛽𝑛
𝑅  dengan sifat ∑ |𝛽𝑖

𝑅| = 1𝑛
𝑖=1  sehingga |𝛽1

𝐶𝑥1 + 𝛽2
𝐶𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑛

𝐶𝑥𝑛|
𝑞

< 𝑅 . 

Akibatnya, untuk setiap 𝑚 ∈ ℕ  terdapat skalar 𝛽1
𝑚, 𝛽2

𝑚, … , 𝛽𝑛
𝑚  sehingga berlaku 

|𝛽1
𝑚𝑥1 + 𝛽2

𝑚𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑛
𝑚𝑥𝑛|𝑞 <

1

𝑚
.  Dengan kata lain, terdapat barisan (𝑧𝑚)  dengan 

𝑧𝑚 = ∑ 𝛽𝑖
𝑚𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  untuk setiap 𝑚 ∈ ℕ  dan berlaku lim

𝑛→∞
|𝑧𝑚|𝑞 = 0 atau lim

𝑛→∞
𝑧𝑚 = 0⃗⃗ , 

dengan 0⃗⃗  elemen nol di dalam 𝑋 . Diperhatikan untuk setiap 𝑚 ∈ ℕ  berlaku 

∑ |𝛽𝑖
𝑚| = 1𝑛

𝑖=1 , sehingga |𝛽𝑖
𝑚| ≤ 1.  Dengan demikian untuk 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛} , diperoleh 

bahwa barisan (𝛽𝑖
𝑚) terbatas berdasarkan Definisi 2.5.  Karena terbatas di ℝ, barisan 

(𝛽𝑖
𝑚)  mempunyai sub barisan (𝛽𝑖

1𝑚)  yang konvergen ke 𝛽𝑖 ∈ ℝ  untuk setiap 𝑖 ∈

{1,2,… , 𝑛} atau lim
𝑚→∞

𝛽𝑖
1𝑚 = 𝛽𝑖. Akibatnya, dapat dibentuk sub barisan (𝑧𝑚) yaitu (𝑧1𝑚

) 

untuk setiap 𝑚 ∈ ℕ yaitu  

𝑧1𝑚
= ∑𝛽𝑖

1𝑚𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Diperhatikan bahwa barisan (𝛽𝑖
1𝑚) merupakan barisan terbatas sekaligus konvergen 

di dalam ℝ untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}. Dinotasikan sub barisan tersebut adalah (𝛽𝑖
2𝑚) 

yang konvergen untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}  yang konvergen ke nilai yang sama 

dengan barisan (𝛽𝑖
1𝑚)  yaitu 𝛽𝑖  untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}  berdasarkan Teorema 2.4 

bagian (ii). Dengan argument yang sama maka dapat dibentuk sub barisan dari (𝑧1𝑚
) 

yaitu barisan (𝑧2𝑚
) dengan setiap 𝑚 ∈ ℕ yaitu  

𝑧2𝑚
= ∑𝛽𝑖

2𝑚𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 
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 Proses dilanjutkan sehingga setelah 𝑘  langkah diperoleh barisan (𝑧𝑘𝑚
)  yang 

merupakan sub barisan (𝑧𝑚) dengan setiap 𝑚 ∈ ℕ berlaku  

𝑧𝑘𝑚
= ∑𝛽𝑖

𝑘𝑚𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

dengan |𝛽𝑖
𝑘𝑚| ≤ 1  dan memenuhi lim

𝑚→∞
𝛽𝑖

𝑘𝑚 = 𝛽𝑖  dengan 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}.  Dengan 

demikian untuk 𝑚 menuju tak hingga diperoleh  

lim
𝑚→∞

𝑧𝑘𝑚
= lim

m→∞
∑𝛽𝑖

𝑘𝑚𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑ lim
𝑚→∞

𝛽𝑖
𝑘𝑚𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝛽𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}. Dinotasikan ∑ 𝛽𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑧. Diperhatikan bahwa ∑ |𝛽𝑖| =𝑛

𝑖=1

1 , sehingga 𝛽𝑖  tidak semuanya bernilai nol. Karena ℋ = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}  merupakan 

himpunan vektor bebas linear sehingga diperoleh bahwa nilai 𝑧 ≠ 0⃗⃗ atau lim
𝑚→∞

𝑧𝑘𝑚
≠

0⃗⃗. Namun diperhatikan bahwa barisan (𝑧𝑘𝑚
) merupakan sub barisan dari (𝑧𝑚) yang 

mempunyai nilai limit bernilai  0⃗⃗  berdasarkan Teorema 2.4 bagian (ii). Terjadi 

kontradiksi sehingga pengandaian salah. Dengan demikian diperoleh bahwa terbukti 

terdapat 𝑅 > 0 sehingga berlaku bahwa  

|
𝜆1

𝑠
𝑥1 +

𝜆2

𝑠
𝑥2 + ⋯+

𝜆𝑛

𝑠
𝑥𝑛|

𝑞
= |𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑛|𝑞 ≥ 𝑅. 

 Dari kasus 1 dan 2 terbukti,  maka Teorema 5 terbukti benar.                       ∎ 

Selanjutnya, pada bagian ini  diberikan aplikasi dari Teorema 5 di atas sekaligus menjadi 

alat untuk membuktikan teorema yang menjelaskan bahwa setiap ruang bernorma kuasi 

berdimensi hingga merupakan ruang yang lengkap.  

Teorema 6. Setiap subruang berdimensi hingga 𝑋  dari ruang bernorma kuasi 𝑌  adalah 

lengkap. Secara khusus, setiap ruang berdimensi hingga dari ruang bernorma kuasi adalah 

lengkap. 

Bukti. Diambil sebarang barisan Cauchy (𝑥𝑚) didalam 𝑋. Akan ditunjukkan bahwa barisan 

konvergen didalam 𝑋  dengan limit barisan (𝑥𝑚) dinyatakan sebagai 𝑥.  Diberikan dimensi 

dari subruang 𝑋  adalah berdimensi 𝑛  serta {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛}  basis bagi 𝑋 . Dengan demikian 

untuk setiap suku (𝑥𝑚) memiliki kombinasi linear dari basis tersebut secara tunggal sehingga 

terdapat {𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛} konstanta pada ℝ sehingga  

𝑥𝑚 = 𝛼1
(𝑚)

𝑒1 + 𝛼2
(𝑚)

𝑒2 + ⋯+ 𝛼𝑛
(𝑚)

𝑒𝑛. 

Karena barisan (𝑥𝑚) Cauchy, maka untuk setiap 𝜖 > 0  terdapat 𝑁 ∈ ℕ  sehingga berlaku 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛|𝑞 < 𝜖 untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ yang bersifat 𝑚,𝑛 > 𝑁. Diperhatikan bahwa 

𝜖 > |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛|𝑞 = |∑𝛼𝑗
(𝑚)

𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

− ∑𝛼𝑗
(𝑛)

𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

|

𝑞

= |∑(𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

)𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

|

𝑞

. 

𝑚, 𝑛 > 𝑁. Berdasarkan Teorema 5, terdapat 𝑄 > 0 sehingga berlaku bahwa   

∑(𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

)𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑄 ∑|𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

𝑛

𝑗=1

. 

Dengan demikian diperoleh 

𝜖 > |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛|𝑞 = |∑𝛼𝑗
(𝑚)

𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

− ∑𝛼𝑗
(𝑛)

𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

|

𝑞

= |∑(𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

)𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

|

𝑞

≥ 𝑄 ∑|𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

𝑛

𝑗=1

, 

untuk setiap 𝑚, 𝑛 > 𝑁. Dengan kata lain,  
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𝑄 |𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

≤ 𝑄 ∑|𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

𝑛

𝑗=1

< 𝜖. 

Jika dibagi untuk semua ruas dengan 𝑄 > 0, maka  

|𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

≤ ∑|𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

𝑛

𝑗=1

<
𝜖

𝑄
. 

Diperoleh bahwa untuk setiap 𝑚, 𝑛 > 𝑁, berlaku bahwa |𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗
(𝑛)

|
𝑞

<
𝜖

𝑄
. Dengan kata lain 

barisan konstanta (𝛼𝑗
(𝑚)

) = (𝛼𝑗
(1)

𝛼𝑗
(2)

, … )  untuk 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  merupakan barisan Cauchy 

didalam ℝ.  Karena ℝ  lengkap, maka barisan (𝛼𝑗
(𝑚)

) konvergen didalam ℝ. Dinotasikan 𝛼𝑗 

merupakan limit dari barisan (𝛼𝑗
(𝑚)

).  Akibatnya menggunakan limit tersebut diperoleh 

bahwa untuk 𝑛 limit 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑛 didefinisikan 𝑥 = ∑ 𝛼𝑝𝑒𝑝
𝑛
𝑝=1 . Jelas bahwa 𝑥 ∈ 𝑋 karena dapat 

dibentuk dari kombinasi linear terhadap basis pada 𝑋. Lebih lanjut menggunakan sifat norma 

kuasi pada 𝑋, terdapat 𝐾 > 0 sehingga berlaku 

|𝑥𝑚 − 𝑥|𝑞 = |∑(𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗)𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

|

𝑞

≤ 𝐾𝑛−1 ∑|(𝛼𝑗
(𝑚)

− 𝛼𝑗| |𝑒𝑗|𝑞

𝑛

𝑗=1

. 

Diperhatikan bahwa lim
𝑚→∞

𝛼𝑗
(𝑚)

= 𝛼𝑗 , sehingga lim
𝑚→∞

|𝑥𝑚 − 𝑥| = 0 . Akibatnya barisan (𝑥𝑚) 

konvergen ke 𝑥. Terbukti bahwa 𝑋 lengkap. 

4. KESIMPULAN 

Penelitian ini mempelajari serta membuktikan bahwa sifat-sifat yang terjadi pada ruang 

bernorma umum berlaku juga pada ruang bernorma kuasi antara lain kekonvergenan, 

Cauchy, serta terbatas. Teorema yang mendukung dari pembuktian sifat kelengkapan 

tersebut berhasil dikonstruksi yaitu kombinasi linear pada vektor bebas linear berdimensi 

hingga dengan norma kuasi mengakibatkan jaminan bahwa nilai norma kuasinya memiliki 

batas bawah. Lebih lanjut menggunakan teorema tersebut, tujuan penelitian pada paper ini 

membuktikan bahwa ruang berdimensi hingga dari ruang bernorma kuasi merupakan ruang 

yang bersifat lengkap. Hal ini menegaskan bahwa solusi dan nilai limit dari barisan yang 

berada pada ruang tersebut dijamin keberadaannya dan membuat penelitian seperti teori 

operator dan analisis fungsional yang menggunakan titik tetap sebagai solusi bisa diteliti 

sebagai dasar untuk penelitian berikutnya.  
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